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张量简介

在物理学中,张量的任务是描述物理量坐标变换时的变换规律。其提供
了一个简明的数学框架用来描述和解决力学（应力、弹性、流体力学、
惯性矩等）、电动力学（电磁张量、麦克斯韦张量、介电常数、磁化率
等）、广义相对论（应力-能量张量、曲率张量等）物理问题。

有两种定义张量的方法:
1 通常定义张量的物理学或传统数学方法,是把张量看成一个多维数
组,当变换坐标或变换基底时,其分量会按照一定的规则变换.

2 现代数学中的方法,是把张量定义成某个向量空间或其对偶空间上
的多重线性映射,这向量空间在需要引入基底之前不固定任何坐标
系统。

经典物理学中将一阶张量归结为向量 (矢量)、二阶张量归结为并矢．但
到了相对论力学、电动力学和引力理论中,空间成为非欧氏的,甚至是
弯曲的,这时就不可避免地需要运用张量分析.
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物理学中的张量--应力张量 (stress tensor)
应力张量是描述物体内部应力分布的重要工具.
下面我们看 P处的应力张量:

面积元 ∆S P处应力分布7−−−−−−−→
应力张量

作用力 ∆F.

若将面积元和作用力视为空间向量,则应力张量为三维空间的一个线性
变换.
通过选定三维空间的一个 (直角)坐标系,则应力张量可表示为一个 3阶
方阵.
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线性代数 (B1)课程中学到的张量
给定域 F上的一个线性空间 V. 设 P为从基 e = (e1, · · · , en)到基
e′ = (e′1, · · · , e′n)的过渡矩阵. 即

(e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en) 或 e′j =
n∑

i=1

ei · (P)i
j.

其中任意矩阵 A,记 (A)i
j 为 A的第 i行 j列的元素. 对于任意列向量 X,

记 (X)i 为 X的第 i个元素.

1 线性空间 V中的向量; ((1, 0)-型张量)

V中向量 V的一组基−−−−−−−−→
v=(e1,··· ,en)X

坐标 +坐标变换公式 (逆变)

X′ = P−1X 或 (X′)i =

n∑
j=1

(X)j · (P−1)i
j

2 线性空间 V上的线性变换; ((1, 1)-型张量)

线性变换
V的一组基−−−−−−→

A e=eA
基下矩阵 +相似变换公式

A′ = P−1AP 或 (A′)i
j =

n∑
s=1

n∑
t=1

(A)s
t · (P−1)i

s · (P)t
j

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 张量简介



线性代数 (B1)课程中学到的张量

3 若 F = R,空间 V上的内积; ((0, 2)-型张量)

内积
V的一组基−−−−−−−−−−−−−−→

G:=(gij)n×n=((ei,ej))n×n
度量矩阵 +合同变换公式

G′ = PTGP 或 g′ij =
n∑

s=1

n∑
t=1

gst · (P)s
i · (P)t

j

4 线性空间 V的对偶空间中的向量; ((0, 1)-型张量)

V∗ 中向量
V的一组基−−−−−−−−−−→

Y=(f(e1),··· ,f(en))
对偶基下的坐标 +坐标变换公式 (协变)

Y′ = YP 或 (Y′)j =

n∑
i=1

(Y)i · (P)i
j.
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(物理学中的)张量在数学上的理解.
从 n维线性空间 V出发,通过某些方法构造出一些其他线性空间. 这些
线性空间中的向量都称为 V上的张量. 例如

1 逆变张量 V
2 协变张量 V∗

3 (p, q)-型张量 Vp,q := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p个

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
q个

r阶 (逆变)张量 V⊗r = Vn,0 = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r个

(1, 1)-型张量 V∗ ⊗ V ∼= Hom(V,V)
4 r-阶对称张量 (r ≥ 0) Symr(V) ⊂ V⊗r

5 r-阶反对称张量 (0 ≤ r ≤ n)
∧r

(V) ⊂ V⊗r

6 (p, q)-型赝张量 Vp,q ⊗
∧n

(V)
赝标量

∧n
(V)

赝矢量 V ⊗
∧n

(V)
注: 在这里仅考虑 (仿射)线性空间上的张量. 若在欧式空间上我们有自
然的同构 V∗ ∼= V, Vp,q ∼= V⊗(p+q), V ⊗

∧n V ∼=
∧n−1 V等.

接下来,我们将通过张量积来定义这些空间.
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线性空间张量积的非严谨定义

性质 (张量积的一种简单描述)
设 e1, · · · , em 为 V的一组基,以及 η1, · · · , ηn 为 W的一组基. 则

1 张量积 V ⊗ W是以
{ei ⊗ ηj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

为一组基的线性空间.

2 (线性性)对于任意 v =
m∑

i=1
aiei ∈ V和 w =

n∑
j=1

bjηj ∈ W,都有

v ⊗ w =

m∑
i=1

n∑
j=1

aibj · (ei ⊗ ηj) ∈ V ⊗ W.

η1 η2 · · · ηn
e1 e1 ⊗ η1 e1 ⊗ η2 · · · e1 ⊗ ηn
e2 e2 ⊗ η1 e2 ⊗ η2 · · · e2 ⊗ ηn
...

...
...

. . .
...

em em ⊗ η1 em ⊗ η2 · · · em ⊗ ηn

缺点: 看不出不依赖于基的选取;符号 ei ⊗ ηj 的意义;为什么线性?
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张量积的表象,以及并矢

从上述描述可看出,当取定线性空间 V和 W的一组基后,这两个线性空
间的张量积中的元素 (称为张量)可以用一个矩阵表达. 我们有

V ⊗ W 取定 V和 W的一组基−−−−−−−−−−−−→
1:1

Fm×n

定义 (二阶张量的另一种写法 (并矢))
设 V和 W是有限维 F-线性空间.对于任意 v ∈ V, w ∈ W,也称它们的张
量积 v ⊗ w ∈ V ⊗ W为 v和 w的并矢积,记为 vw. 称并矢积的线性组合
(即 V ⊗ W中的元素)为并矢张量.

注: 取定 V的一组基后,并矢积对应于秩一矩阵,而并矢张量可对应于任
意矩阵。
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欧式空间上的张量积 (非严谨定义)

若 V和 W为欧氏空间 (或酉空间),则 V ⊗ W上可如下定义一个内积
(v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2) := (v1, v2)× (w1,w2). (∗)

性质

设 V和 W为两欧氏 (酉)空间.则 V ⊗ W也为欧氏 (酉)空间. 若
e1, · · · , em 和 η1, · · · , ηn 分别为 V和 W的标准正交基,则

{ei ⊗ ηj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}
为 V ⊗ W的一组标准正交基.

例

设 V1,V2 为二维酉空间. 设 |↑〉i 和 |↓〉i 为 Vi(i = 1, 2)的标准正交基. 记
|↑〉1|↑〉2 := |↑〉1 ⊗ |↑〉2, |↓〉1|↑〉2 := |↓〉1 ⊗ |↑〉2,
|↑〉1|↓〉2 := |↑〉1 ⊗ |↓〉2, |↓〉1|↓〉2 := |↓〉1 ⊗ |↓〉2.

则 |↑〉1|↑〉2, |↓〉1|↑〉2, |↑〉1|↓〉2, |↓〉1|↓〉2 构成 V1 ⊗ V2 的一组标准正交基.
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多个线性空间的张量积的非严谨定义

性质 (多个线性空间张量积)
设 V1,V2 · · · ,Vr 为有限维 F-线性空间,维数分别为 n1, n2, · · · , nr. 设
{eiji | ji = 1, · · · , ni}为 Vi 的一组基.

1 张量积 V1 ⊗ · · · ⊗ Vr 定义为以
{e1,j1 ⊗ e2,j2 ⊗ · · · ⊗ er,jr | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ ji ≤ dim(Vi)}
为一组基的线性空间.

2 (线性的)对所有的 i ∈ {1, · · · , r},任取 vi =
∑ni

ji=1 aijieiji ∈ Vi,有

v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vr =

n1∑
j1=1

· · ·
nr∑

jr=1

a1j1 · · · arjr(e1j1 ⊗ · · · ⊗ erjr).

例

设 V1,V2,V3 为二维酉空间. 设 |↑〉i 和 |↓〉i 为 Vi(i = 1, 2, 3)的标准正交
基. 则 |↑〉1|↑〉2|↑〉3, |↑〉1|↑〉2|↓〉3, |↑〉1|↓〉2|↑〉3,|↑〉1|↓〉2|↓〉3,|↓〉1|↑〉2|↑〉3,
|↓〉1|↑〉2|↓〉3, |↓〉1|↓〉2|↑〉3,|↓〉1|↓〉2|↓〉3 构成 V1 ⊗ V2 ⊗ V3 的标准正交基.
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张量 (数、向量与线性变换的高阶推广)
1 V1 ⊗ · · · ⊗ Vr 中的元素称为张量. 张量1的一般形式为

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

· · ·
nr∑

jr=1

aj1,··· ,jr (e1,j1 ⊗ e2,j2 ⊗ · · · ⊗ er,jr) .

2 对于每个线性空间 Vi 固定一组基 {eij | j = 1, · · · , ni},则张量通过
其系数阵列表示出来:

1 当 r = 0时,一个张量就可表示为一个数;
2 当 r = 1时,一个张量就可表示为一个 n1 维数组向量;
3 当 r = 2时,一个张量就可表示为一个 n1 × n2 阶的矩阵

(aij)n1×n2 ;
4 当 r = 3时,一个张量就可表示为一个由数组成的

n1 × n2 × n3 阶三维阵列 (aj1,j2,j3)n1×n2×n3 ;
5 当 r = 4时,一个张量就可表示为一个由数组成的

n1 × n2 × n3 × n4 阶四维阵列 (aj1,j2,j3,j4)n1×n2×n3×n4 .
6 · · ·

注:张量虽然可以用坐标系统来表达为数 (标量)的阵列,但张量本身仅
仅为张量积中的一个向量,并不依赖于基 (参照系)的选择.
我们称这个高维阵列为张量在给定基下的表象.下面将考虑表象在不同
基下的变换.

1不是所以的张量都能写成 v1 ⊗ · · · ⊗ vr 的形式.
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张量在不同基下表象之间的关系.

定义

设 V1,V2 · · · ,Vr 为有限维 F-线性空间,维数分别为 n1, n2, · · · , nr. 设
{eiji | ji = 1, · · · , ni}为 Vi 的一组基. 若

T =

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

· · ·
nr∑

jr=1

aj1,··· ,jr (e1,j1 ⊗ e2,j2 ⊗ · · · ⊗ er,jr) .

则称 r维阵列 (aj1,··· ,jr)为 T的在基 {eiji | ji = 1, · · · , ni}(i = 1, · · · , r)下
的表象.

Fn1×n2×···×nr V1 ⊗ · · · ⊗ Vr
Vi 的基ei1,ei2,··· ,eini

1:1
//

Vi 的基e′i1,e
′
i2,··· ,e

′
ini

1:1
oo Fn1×n2×···×nr

(a′i1···ir)n1×···×nr T � //�oo (ai1···ir)n1×···×nr

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 张量简介



张量在不同基下表象之间的关系.

T =

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

· · ·
nr∑

jr=1

aj1,··· ,jr (e1,j1 ⊗ e2,j2 ⊗ · · · ⊗ er,jr)

=

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

· · ·
nr∑

jr=1

a′j1,··· ,jr
(
e′1,j1 ⊗ e′2,j2 ⊗ · · · ⊗ e′r,jr

)

定理

设从基 ei1, ei2, · · · , eini 到基 e′i1, e′i2, · · · , e′ini
的过渡矩阵为 Pi. 即

(e′i1, e′i2, · · · , e′ini
) = (ei1, ei2, · · · , eini)Pi

或者 eiji =
∑ni

j′i
e′ij′i (P

−1
i )

j′i
ji . 则

a′j′1j′2···j′r
=

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

· · ·
nr∑

jr=1

aj1j2···jr · (P−1
1 )

j′1
j1 · (P

−1
2 )

j′2
j2 · · · (P

−1
r )

j′r
jr .

其中对任意矩阵 A,记 (A)i
j 为矩阵 A的第 i行第 j列的元素.
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(p, q)-型张量
设 V为有限维 F-线性空间.记

Vp,q := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p个

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
q个

.

称向量空间 Vp,q 中的向量为 V上的(p, q)-型张量.

引理

任取 V的一组基 e1, · · · , en. 则我们在其对偶空间上有典则的对偶基
f1, · · · , fn,

以及 Vp,q 上也有典则的一组基

{ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ fj1 ⊗ fj2 ⊗ · · · ⊗ fjq | 1 ≤ i1, · · · , ip, j1, · · · , jq ≤ n}.

任意 (p, q)-型张量 T可唯一地表示为:

T =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

ai1,··· ,ip
j1,··· ,jq · ei1 ⊗ ei2 ⊗· · ·⊗ eip ⊗ fj1 ⊗ fj2 ⊗· · ·⊗ fjq .

此时,T在基 e1, · · · , en 下的表象为 (p + q)维阵列
(ai1,··· ,ip

j1,··· ,jq) ∈ Fn×···×n×n×···×n.

下面我们将考虑这一表象如何随着基的选取来变动.
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(p, q)-型张量在不同基下的表象之间的关系
设 (e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)P为 V另一组基. 则这组基的对偶基
(f′1, · · · , f′n)满足

(f′1, · · · , f′n) = (f1, · · · , fn)(P−1)T.

记 Pi
j 和 (P−1)i

j 分别为矩阵 P和 P−1 的第 i行第 j列的元素. 若 T在基

e′1, · · · , e′n 下的表象为 (p + q)维阵列 (a′i
′
1,··· ,i

′
p

j′1,··· ,j′q
). 即,

T =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

ai1,··· ,ip
j1,··· ,jq · ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ fj1 ⊗ fj2 ⊗ · · · ⊗ fjq

=

n∑
i′1=1

· · ·
n∑

i′p=1

n∑
j′1=1

· · ·
n∑

j′q=1

ai′1,··· ,i
′
p

j′1,··· ,j′q
· e′i′1 ⊗ e′i′2 ⊗ · · · ⊗ e′i′p ⊗ f′j′1 ⊗ f′j′2 ⊗ · · · ⊗ f′j′q

定理

a′i
′
1,··· ,i

′
p

j′1,··· ,j′q
=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

ai1,··· ,ip
j1,··· ,jq ·(P

−1)
i′1
i1 · · · (P

−1)
i′p
ip ·(P)

j1
j′1
· · · (P)jq

j′q
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对称张量积的非严谨定义
性质 (对称张量积)
设 V为 n维 F-线性空间.设 {e1, · · · , en}为 V的一组基.

1 线性空间 V的 r阶张量积 Symr(V)是以
{ei1 � ei2 � · · · � eir | 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ir ≤ n}

为一组基的线性空间.
2 (对称性)对 i1, i2, · · · , ir 的任意其他排序 iσ(1), iσ(2), · · · , iσ(r),有

eiσ(1)
� eiσ(2)

� · · · � eiσ(r) = ei1 � ei2 � · · · � eir ;

3 (线性性)对所有的 i ∈ {1, · · · , r},任取 vi =
∑ni

ji=1 aijieiji ∈ Vi,有

v1 � v2 � · · · � vr =

n1∑
j1=1

· · ·
nr∑

jr=1

a1j1 · · · arjr(e1j1 � · · · � erjr).

Sym2(V) e1 e2 · · · en
e1 e1 � e1 e1 � e2 · · · e1 � en
e2 e2 � e2 · · · e2 � en
...

. . .
...

en en � en
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对称张量积的一种理解办法

性质

设 V为 n维线性空间.设 X1, · · · ,Xn ∈ V为 V的一组基. 考虑以
X1, · · · ,Xn 为变元的 r-次齐次多项式组成的空间 F[X1, · · · ,Xn]r. 则

V = F[X1, · · · ,Xn]1,

以及
SymrV ∼= F[X1, · · · ,Xn]r.
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对称张量积 Sym(V)与张量积 V⊗r之间的关系

记 V⊗r := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r次

. 我们可以定义如下线性单射

Sym(V) // V⊗r

v1 � v2 � · · · � vr
� // 1

r!
∑
σ∈Sr

vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r

于是 Symr(V)可看成由 “对称的张量”组成的 V⊗r 的子空间

Symr(V) ⊂ V⊗r

2

2通过上述线性单射,我们将 v1 ⊙ v2 ⊙ · · · ⊙ vr 和
1
r!

∑
σ∈Sr

vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r 等同起来. 例如: v ⊙ v = v ⊗ v,

v ⊙ ω = v⊗w+w⊗v
2

, v ⊙ v ⊙ v = v ⊗ v ⊗ v

v⊙w⊙u =
v ⊗ w ⊗ u + v ⊗ u ⊗ w + w ⊗ v ⊗ u + w ⊗ u ⊗ v + u ⊗ v ⊗ w + u ⊗ w ⊗ v

6
.
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对称张量的表象

取定 V的一组基 e1, · · · , en,任取

T =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

ir=1

ai1,i2,··· ,ir · ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eir ∈ V⊗n.

即 (ai1,i2,··· ,ir)为张量 T ∈ V⊗n 在基 e1, · · · , en 下的表象.

性质

张量 T落在子空间 SymrV中,当且仅当对任意 1 ≤ i1, i2, · · · , ir ≤ n以
及任意 1 ≤ s < t ≤ r ,有

ai1,··· ,is,··· ,it,··· ,ir = ai1,··· ,it,··· ,is,··· ,ir

例

(2, 0)-型张量 T对称当且仅当其对应矩阵为对称矩阵.
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反对称张量积的非严谨定义

性质 (反对称张量积)
设 V为 n维 F-线性空间.设 {e1, · · · , en}为 V的一组基.

1 线性空间 V的 r阶张量积
∧r

(V)是以
{ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eir | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}

为一组基的线性空间.
2 (反对称性)对任意 1 ≤ i1, i2, · · · , ir ≤ n,

ei1∧ei2∧· · ·∧eir :=

{
(−1)τ(σ)eiσ(1)

∧ eiσ(2)
∧ · · · ∧ eiσ(r) 两两不同.

0 其他;

其中 iσ(1), iσ(2), · · · , iσ(r) 为从小到大的排序.
3 (线性性)对所有的 i ∈ {1, · · · , r},任取 vi =

∑ni
ji=1 aijieiji ∈ Vi,则

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vr =

n1∑
j1=1

· · ·
nr∑

jr=1

a1j1 · · · arjr(e1j1 ∧ · · · ∧ erjr).

注: 线性空间
∧r V的维数为

(n
r
)
. 特别地,

∧0 V = F和
∧n V都为 1维线

性空间. 前者中的元素被称为标量,而后者中的元素被称为赝标量.
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反对称张量积
∧r(V)与张量积 V⊗r之间的关系

我们可以定义如下线性单射∧r V // V⊗r

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vr
� // 1

r!
∑
σ∈Sr

(−1)τ(σ)vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r

于是
∧r

(V)可看成由 “反对称的张量”组成的 V⊗r 的子空间3

r∧
V ⊂ V⊗r

3通过上述线性单射,我们将 v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vr 和
1
r!

∑
σ∈Sr

(−1)τ(σ)vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r 等同起来. 例如: v ⊙ v = 0,

v ⊙ ω = v⊗w−w⊗v
2

, v ⊙ v ⊙ v = 0

v⊙w⊙u =
v ⊗ w ⊗ u − v ⊗ u ⊗ w − w ⊗ v ⊗ u + w ⊗ u ⊗ v + u ⊗ v ⊗ w − u ⊗ w ⊗ v

6
.
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反对称张量的表象

取定 V的一组基 e1, · · · , en,任取

T =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

ir=1

ai1,i2,··· ,ir · ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eir ∈ V⊗n.

即 (ai1,i2,··· ,ir)为张量 T ∈ V⊗n 在基 e1, · · · , en 下的表象.

性质

张量 T落在子空间
∧r V中,当且仅当对任意 1 ≤ i1, i2, · · · , ir ≤ n以及

任意 1 ≤ s < t ≤ r ,有
ai1,··· ,is,··· ,it,··· ,ir = −ai1,··· ,it,··· ,is,··· ,ir

例

(2, 0)-型张量 T反对称当且仅当其对应矩阵为反对称矩阵.
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(p, q)-型赝张量

设 V为 n维 F-线性空间. 则
∧n V为 1维线性空间,称其中的向量为赝

标量. 记

Vp,q ⊗
n∧

V := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p个

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
q个

⊗
n∧

V.

称向量空间 Vp,q ⊗
∧n V中的向量为 V上的(p, q)-型赝张量.

特别地, V ⊗
∧n V中的向量称为赝矢量.
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赝标量的表象

定义

设 V为 n维 F-线性空间. 任取 V的一组基 e1, · · · , en,则 1维线性空间∧n V存在典范基 e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en. 称 a为赝标量 T ∈
∧n V在基

e1, · · · , en 下的表象,若
T = a · e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en.

性质

若 (e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)P为 V的另一组基. 设 a′ 为 T在基
e′1, · · · , e′n 下的表象. 则

a′ = det(P)−1 · a.

推论

若 P为第一类正交矩阵,则 a′ 和 a相等.
若 P为第二类正交矩阵,则 a′ 和 a相差一个符号.
特别地,若交换一组基中的两个向量的位置,则赝标量对应的表象
将改变符号.
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张量场及其上的微积分

向量场

切空间

张量场 (例如余切向量场 (即一阶微分形式),应力张量场等)

标量场 (函数)
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严谨定义

上述非严谨的定义中,需要固定各线性空间的一组基。而数学和物理中
通常希望一个量或者一个概念不依赖于基 (坐标系、参考系)的选取。
这要求我们内蕴地给出张量积的定义。

在给出严谨定义之前,我们需要引入一些基本概念。
线性函数与对偶空间

多重线性映射 (函数)
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Hom空间,线性函数与对偶空间

设 V和 W为有限维 F-线性空间.从 V到 W上的全体线性映射组成的集
合记为

Hom(V,W) = {A : V → W | A为线性映射}.

称从 V到 F的线性映射为 V上的线性函数.记
V∗ = Hom(V,F) = {f : V → F | f为线性函数}.

在 Hom(V,W)以及 V∗ 上,按如下方式定义加法和数乘
(f + g)(v) := f(v) + g(v)
(λf)(v) := λf(v)

性质

在上述加法和数乘下, Hom(V,W)和 V∗ 均构成 F-线性空间.称后者为 V
的对偶空间.
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对偶空间基本性质

性质 (对偶空间的维数与基)
对偶空间 V∗ 的维数与 V的维数相同.
若 e1, · · · , en 为 V的一组基,则 V∗ 存在唯一的一组基 f1, · · · , fn 满
足

fj(ei) = δij =

{
1, 若i = j;
0, 若i 6= j

.

称 f1, · · · , fn 为 e1, · · · , en 的对偶基.

我们有如下自然的取值映射 (evaluation map):
ev : V∗ × V → F; (f, v) 7→ f(v).

性质

V ∼= V∗∗ v 7→ ev(−, v)

注: 若我们不要求 V为有限维的,则映射 V → V∗∗ 仅为单射.
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向量的逆变性与对偶向量的协变性
性质 (向量的逆变性与对偶向量的协变性)
设 e1, · · · , en 以及 e′1, · · · , e′n 为 V为有限维 F-线性空间的两组基.设过
渡矩阵为 A,即

(e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)A.

记这两组基的对偶基分别为 f1, · · · , fn 和 f′1, · · · , f′n.
1 (向量的逆变性)设 v ∈ V在两组基下坐标为 X和 X′. 即,

v = (e1, · · · , en)X = (e′1, · · · , e′n)X′.

则
X′ = A−1X 或 (x′1, · · · , x′n) = (x1, · · · , xn)(A−1)T.

2 (对偶向量协变性)设对偶向量 f在两组对偶基下坐标为 Y和 Y′.即,
f = (f1, · · · , fn)Y = (f′1, · · · , f′n)Y′.

则
Y′ = ATY 或 (y′1, · · · , y′n) = (y1, · · · , yn)A.

证明思路:
(f′1, · · · , f′n) = (f1, · · · , fn)(AT)−1.

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 张量简介



多重线性映射

设 V1,V2, · · · ,Vr,W为有限维 F-线性空间.若映射
τ : V1 × V2 × · · · × Vr → W

对每个分量都是线性的,即对所有的指标 i = 1, 2, · · · , r,都有
τ(v1, · · · , αvi + βv′i , · · · , vr) = ατ(v1, · · · , vi, · · · , vr) + βτ(v1, · · · , v′i , · · · , vr),

则称 τ 为从 V1 × V2 × · · · × Vr到W的多重线性映射.特别地,若W = F,
则称多重线性映射

τ : V1 × V2 × · · · × Vr → F
为 V1 × V2 × · · · × Vr 上的多重线性函数.
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多重线性映射例子

例 (行列式)
行列式 det : Fn × Fn × · · · × Fn −→ F为多重线性函数.

例 (取值映射)
取值映射 ev : V∗ × V → F是双线性函数.

例 (三维空间的点积)

− · − : R3 × R3 → R;

(a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

例 (三维空间的叉积)

−×− : R3 × R3 → R3

(a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).
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多重线性映射组成的空间

我们如下定义多重线性映射的加法和数乘.任取从 V1 × V2 × · · · × Vr到
W的两个多重线性映射 τ 和 τ ′,以及 λ ∈ F,

(τ + τ ′)(v1, v2, · · · , vn) := τ(v1, v2, · · · , vn) + τ(v1, v2, · · · , vn);

(λτ)(v1, v2, · · · , vn) := λ · τ(v1, v2, · · · , vn).

性质

从 V1 × V2 × · · · × Vr 到 W的全体多重线性映射组成的集合在上述加法
和数乘下构成 F-线性空间.
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两线性空间的张量积严谨定义
设 V和 W为两有限维 F-线性空间.

定义 (张量积的无坐标化严谨定义)
称线性空间 V ⊗ W := {τ : V∗ × W∗ → F | τ为双线性函数}为 V和 W
的张量积.

任取 v ∈ V以及 w ∈ W,如下定义从 V∗ × W∗ 到 F函数
(f, g) 7→ f(v)g(w).

则这一函数为双线性的,记为 v ⊗ w ∈ V ⊗ W.

性质

设 e1, · · · , em 为 V的一组基,以及 η1, · · · , ηn 为 W的一组基.则
{ei ⊗ ηj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

为张量积 V ⊗ W的一组基.

性质 (张量运算关于分量的线性性)

(αv + βv′)⊗ w = α(v ⊗ w) + β(v′ ⊗ w) ∈ V ⊗ W.

v ⊗ (αw + βw′) = α(v ⊗ w) + β(v ⊗ w′) ∈ V ⊗ W.
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多个线性空间的张量积的严谨定义

设 V1, · · · ,Vr 为有限维 F-线性空间.

定义

记 V1 ⊗ · · · ⊗ Vr := {τ : V∗
1 × · · · × V∗

r → F | τ为多重线性函数}. 称这一
线性空间为有限维 F-线性空间 V1, · · · ,Vr 的张量积,其中的向量均称
为张量.

如下定义 v1 ⊗ · · · ⊗ vr ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vr:
v1 ⊗ · · · ⊗ vr : (f1, · · · , fr) 7→ f1(v1) · · · fr(vr).

性质

设 {eij | j = 1, · · · , ni}为 Vi 的一组基.则
{e1,j1 ⊗ e2,j2 ⊗ · · · ⊗ er,jr | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ ji ≤ dim(Vi)}

为 V1 ⊗ · · · ⊗ Vr 的一组基.
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(p, q)-型张量

设 V为有限维 F-线性空间.记
Vp,q := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p个

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
q个

.

称向量空间 Vp,q 中的向量为 V上的(p, q)-型张量.

引理

设 U,V,W为三个有限维 F-线性空间.则存在如下典范映射
V ∼= V ⊗ F ∼= Hom(F,V) ∼= Hom(V∗,F),

和
Hom(U ⊗ V∗,W) ∼= Hom(U,V ⊗ W).
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(p, q)-型张量

定理

设 V为有限维 F-线性空间. 则以下三个线性空间之间存在典范同构
V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p个

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
q个

HomF(V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
q个

,V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p个

)

HomF
(

V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
p个

⊗V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
q个

,F
)

多重线性函数 ϕ : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
p个

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q个

→ F组成的空间.

这些空间中的向量都可称为(p, q)-型张量.
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对称张量积的严谨定义
设 V为有限维 F-线性空间. 设 τ : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸

r个

→ F为 r-重线性函数.

我们称其为对称的,若对于任意 1 ≤ i < j ≤ r以及任意
f1, f2, · · · , fr ∈ V∗,都有

τ(f1, · · · , fi, · · · , fj, · · · , fr) = τ(f1, · · · , fj, · · · , fi, · · · , fr).

定义

记 Symr(V) := {τ : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
r个

→ F | τ为对称的 r重线性函数}. 则这

是 V⊗r 的一个子空间. 称之 V的r阶对称张量积.

定义

v1 � v2 � · · · � vr :=
1

r!
∑
σ∈Sr

vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r

性质

设 e1, · · · , en 为 V的一组基.则
{ei1 � ei2 � · · · � eir | 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ir ≤ n}

为 Symr(V)一组基.

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 张量简介



外积与反对称张量的严谨定义
设 V为有限维 F-线性空间. 设 τ : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸

r个

→ F为 r-重线性函数.

我们称其为反对称的,若对于任意 1 ≤ i < j ≤ r以及任意
f1, f2, · · · , fr ∈ V∗,都有

τ(f1, · · · , fi, · · · , fj, · · · , fr) = −τ(f1, · · · , fj, · · · , fi, · · · , fr).

定义

记
∧r

(V) := {τ : V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
r个

→ F | τ为反对称的 r重线性函数}. 则这

是 V⊗r 的一个子空间. 称之 V的r阶反对称张量积.

定义

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vr :=
1

r!
∑
σ∈Sr

(−1)τ(σ)vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(r) ∈ V⊗r

性质

设 e1, · · · , en 为 V的一组基.则
{ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eir | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}

为
∧r

(V)一组基.
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张量的缩并
设 p, q为正整数.对于任意给定 1 ≤ i ≤ p和 1 ≤ j ≤ q,我们有如下缩并
映射

Φi
j : V(p,q) −→ V(p−1,q−1)

其将 v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fj ⊗ · · · ⊗ fq 映成
fj(vi) · (v1 ⊗ · · · ⊗ vi−1 ⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vp)⊗ (f1 ⊗ · · · ⊗ fj−1 ⊗ fj+1 ⊗ · · · ⊗ fq)

性质

设 V和 W为两有限维 F-线性空间.则
1 存在典范同构

W ⊗ V∗ ∼= Hom(V,W)

将 w ⊗ f映成线性映射 (v 7→ f(v)w).
2 若 W = V,则上述同构与行列式的合成正好为缩并映射. 即下图交
换

V ⊗ V∗

Φ1
1 &&MM

MMM
MMM

MMM
M

∼= // Hom(V,V)

det
��
F
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